樹狀結構
樹及定義

樹狀結構是一種非常重要的非線性結構。不論是人類社會的族譜或是機關組織，再者計算機上的MS.DOS和Unix作業系統均是一種樹狀結構的應用。有些資料庫的管理系統，設計的原理更是利用樹狀階層的概念。樹在數學上的定義是"沒有環路的連通圖"。因此，是一種特殊的圖形。常見的樹狀結構很多，諸如家譜、機關系統表、比賽賽程等。
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資料結構中所應用的樹，有一個特定的節點稱為樹根(root)，畫在樹最上方。樹根又包含0個到多個子樹(subtree)，畫在樹根下方。例如上圖，董事長即為樹根。它包含兩個子樹，分別是以總經理為樹根的子樹，和以主任秘書為樹根的另一子樹。如果把焦點放在左邊那棵子樹，會發現它的樹根(總經理)包含了三個子樹。很明顯這是一個遞迴的定義，一直到沒有子樹的節點為止。我們按著以下圖來介紹關於樹的名詞和定義。
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1﹒所有的節點分為兩大類:有子樹的節點和沒有子樹的節點。有子樹的節點稱之為內部節點(internal node)或非終端節點(non-terminal node)，如節點A,B,C,G。沒有子樹的節點稱為外部節點(external node)，或終端節點(terminal node)，或樹葉(leaf)，如節點D,E,F,H,I,J。節點不是內部節點定是外部節點。
2﹒節點A稱為節點B,C,D的父節點(parent node)，同樣節點B是節點E,F的父節點。我們習慣將"輩分高"的節點畫在上方，正如家譜的記載習慣一樣。
3﹒節點B,C,D稱為節點A的子節點(children node)。而節點E,F為節點B 的子節點。同一個父親的節點稱為兄弟節點(brother/sibling nodes)，例如節點B,C,D。

4﹒以樹根為第一階(LEVEL 1)，樹根的子節點為第2階，第2階節點的子節點為第3階，以此類推。

5﹒一棵樹的最大階度稱為此樹的高度(height)，上圖的樹高度為4。

6．一個圖形若包含二棵(含)以上的樹，則稱此圖形為森林(forest)。

7．分支度(degree)：每個節點所有的子樹個數。

8．樹的分支度(degree of a tree)：樹中所有節點的最大分支度。
樹及二元樹的基本性質

節點數和邊數的關係
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如果一棵樹的總節點數為v，總邊數為e，則對所有的樹都成立

v=e+l

亦即樹的節點數目一定比邊數多1，例如上圖，共有10個節點及9個邊。我們採用數學歸納法對節點數v來證明。

1﹒歸納法的基礎:當v=1時，e=0, v=e+1成立。

2﹒歸納法的假設:假設1≦v≦k時都成立v=e+1。

3﹒歸納法的證明:當v=k+1時，設總邊數為e
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v1為根的左子樹節點數目，v2為右子樹節點數目很明顯，v1≦k,v2≦k(因為v1+v2≦v=k+l)因此根據假設:
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二元樹的性質

二元樹(binary tree)是極為常見的一種特殊的樹，它的定義是:一棵樹的內部節點最多只有2個兒子，稱此樹為二元樹，如下圖所示，每個節點最多只有2個子樹。在左邊的稱為左子樹，在右邊的稱為右子樹。
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除了具有所有樹的性質之外，二元樹還有許多獨特的性質。

◎二元樹上第i階所有節點數最多為2i-1個
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用數學歸納法加以說明

1﹒歸納法的基礎:當i=1時，第1階只有一個節點，1=2i-1=21-1。

2﹒歸納法的假設:假設i<n時都成立，因此i=n-l時，第i階有2n-1-1=2n-2 個。

3﹒歸納法的証明:當i=n時，因為第n-1階最多有2n-2個節點，且二元樹每個節點最多有2個子節點，因此第n階最多有2X2n-2=2n-1個節點，故得証。

所以第3階最多有23-1=4個節點，第5階最多有25-1=16個節點。

◎高度為k的二元樹，總節點數最多為2k-l個。

由於第i階最多有2i-l個節點，因此整棵樹最多共有:
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這種每一階都長得滿滿的二元樹，稱為完滿二元樹(full binary tree)。如下圖為高度5的完滿二元樹，共有25-1=31個節點。
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因此完滿二元樹可以定義為:高度為k而且總節點數為2k-1的二元樹。高度為k的二元樹，總節點數最少有k個。每一階最少有1個節點，如下圖，均為高度5的二元樹，其中(c)(d)稱為歪斜樹(skewed binary tree)。
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◎若是所有內部節點都有2個子節點，這種二元樹稱為嚴格(正規)二元樹(formal binary tree)。如下圖為正規二元樹。
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正規二元樹有一個性質是:內部節點數目比外部節點數目少一。若外部節點數為t，內部節點數為i，則t=i+1。上圖中i=3,t=4(完滿二樹是正規二元樹的特例，因此也符合這個性質)。証明如下
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正規二元樹就好像網球賽程。由於網球賽大都採單淘伏制，因此外部節點就代表球員，內部節點代表比賽場次。如果有n個球員，不管賽程如何安排，都需要比賽n-l場才能產生總冠軍。

◎如果二元樹的節點排序情形，是第k階滿了才能排到第k+l階，並且每一階都是往左靠。亦即，如果樹根編號0號，左子節點1號，右子節點2號，第三階最左節點3號，…．，一直往右編號，一階滿了再往下一階編號，如下圖所示，這種二元樹稱為完整二元樹(complete binary tree)。

[image: image13.jpg]



l﹒如果某節點的編號為i，則左子節點編號為2i+l,(若2i+l≧N,N為總節點數，則沒有左子節點)。右子節點編號為2i+2,(若2i+2≧N，則沒有右子節點)。

2﹒如果某節點的編號為i，則其父節點編號為int[(i-1)/2]。(若i=0則沒有父節點)。

二元樹的儲存方式
一維陣列(One Dimensional Array)
我們以前面所提到關於完整二元樹的編號方式，用一維陣列來儲存二元樹。下圖是二棵二元樹的陣列表示。
[image: image14.jpg](a)

(01 (11 (2] (3] (4] [5] [6] [7]

Treel JA |[B (C |D |E |F |G |H

(01 [11 [21 [3] {41 [5) (6} [7} (8] 9] [10][11]112]{13]{14][15]

Tree2 fA |B-jC |D F E G [H





當二元樹趨近完整時，陣列的空位很少。但如果二元樹不很"完整"，將會有很多儲存空間的浪費。再加上陣列不易擴充，需預估大小等缺點。唯一的優點是簡單明瞭，從陣列註標即可得知節點在二元樹中的位置。
二維陣列(Two Dimensional Array)
我們以nx3陣列來儲存二元樹，下圖為前圖二維陣列表示。
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每一列代表一個節點，並且第0行為節點資料，第一行為左子節點註標。0表接地。例如Treel[0][0]=A,Treel[0][1]=1，表A之左子節點在Tree1[1]，為B。Treel[0][2]=2，表右子節點在Treel[2]，為C。很明顯地，儲存的空間大大減少。如果陣列的列數預估足夠的話，將可進行節點的插入。當然缺點是稍微複雜。
鏈結表示
以鏈結表示來動態配置節點，在儲存上比較有效率。每個節點的結構如下：
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前例之二元樹可表示為：
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二元樹的建立

  建立一棵二元樹，可以遵循許多方法。如果我們讀入一組資料，並且依循下列原則:讀入資料，如果是0則表示停止。否則以此資料建立一節點，並且以同樣原則建立此點的左子樹，直到不能繼續為止。接著建立此節點之右子樹，直到不能繼續為止。很顯然這個原則是遞迴的。我們以下圖的建立過程為例，如果輸入為:ABDHOOOEOOCFOOGOO，則建立此二元樹的步為:
l﹒讀入A建立節點。
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2﹒讀入B，建立節點，並為A之左子節點。
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3﹒讀入D，建立節點，並為B之左子節點。

[image: image20.jpg]



4﹒讀入H，建立節點，並為D之左子節點。

[image: image21.jpg]



5﹒讀入O,H無左子節點。

6﹒讀入O,H無右子節點。

7﹒讀入O,D無右子節點。

8﹒讀入E，建立節點，並為B之右子節點(B之左子樹已無法繼續建立)。
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9﹒讀入O,E無左子節點。

10﹒讀入O,E無右子節點。
11﹒讀入C，建立節點，並為A之右子節點。
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12﹒讀入F建立節點，並為C之左子節點。
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13﹒讀入O,F無左子節點。

14﹒讀入O,F無右子節點。

15﹒讀入G,建立節點，並為C之右子節點。
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16﹒讀入O,G無左子節點。

17﹒讀入O,G無右子節點。建立過程結束。
二元樹的追蹤

如同圖形的追蹤，我們可以按照某些順序，一一地拜訪二元樹上的所有頂點。通常追蹤的順序有三種:

前序追蹤(Preorder traverse)
*先拜訪節點。

*再以前序順序拜訪左子樹。

*再以前序順序拜訪右子樹。
中序追蹤(Inorder traverse)
*先以中序順序拜訪左子樹。

*再拜訪節點。

*再以中序順序拜訪右子樹。
後序追蹤(Postorder traverse)
*先以後序順序拜訪左子樹。

*再以後序順序拜訪右子樹。

*再拜訪節點。
我們觀察以上的定義，可以發覺這些定義都是遞迴定義，並且它們的命名是根據節點被拜訪的次序。以下圖為例:
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前序追蹤的過程是
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所以前序追蹤的節點順序是:ABDJKECFHGI,由追蹤過程的層次內凹以發現對每個節點都符合前序的追蹤規則。例如(1)拜訪A,(2)~(17)拜訪A之左子樹，(18)~(33)是A之右子樹。而(7)拜訪J,(8)拜訪J之左子樹(9)~(12)拜訪J之右子樹。
中序追蹤的順序是
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因此中序拜訪順序為:JKDBEAHFCGI
 在節點X之前被拜訪的節點稱為X的中序前行者(inorder predecessor)。節點X之後被拜訪的節點稱為X的中序後繼者(inorder successor)。例如節點D之中序前行者有J和K，而其中序後繼者有BEAHFCGI。而K稱為D的中序立即前行者(immediate inorder predecessor)，而B稱為D的中序立即後繼者(immediate inorder successor)。
後序追蹤的順序是
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因此拜訪的順序為:KJDEBHFIGCA。如果以下圖來再加以說明。
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前序追蹤順序為:ABDEFCHGI。

中序追蹤順序為:DBFEAHCGI。

後序追蹤順序為:DFEBHIGCA。
例：

樹的追蹤在很多地方都會運用到,這裡先來看一個二元樹上的例子:有一種二元樹,我們稱為二元算式樹(binary expression free)如下圖。它是A-E+B*(C/D)的算式樹。
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用前序追蹤將得到+-AE*B/CD;用後序追蹤將得到AE-BCD/*+。剛好是此式的前序表示式和後序表示式。

例：
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中序：FRIDHSZEGTJLNMQ

前序：TSRFDIHEZGMLJNQ

後序：FIHDRZGESJNLQMT

二元搜尋樹 (Binary Search Tree)

對二元搜尋樹中每一個內部節點而言，它的左子樹所有節點的資料值都小於它的資料值；它的右子樹所有節點的資料值都大於它的資料值。例如下圖即為一棵二元搜尋樹。請驗證每個內部節點都符合定義。以節點39為例，其左子樹節點10、20均小於它，而其右子樹節點42、45、49均大於它。
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如果以中序追蹤序追蹤二元搜尋樹，會發現追蹤的順序恰好是資料值由小到大排列順序。二元搜尋樹常用在資料的搜尋。藉由將資料整理成二元搜尋樹，將可以有效率地找到所要的資料。
二元搜尋樹上的運算，包含建立、插入、刪除、搜尋等。將在以下加以說明。
二元搜尋樹的建立
假設輸入一組資料來建立二元插尋樹：51, 70, 39, 45, 63, 80, 20, 42, 75, 10, 49。我們每讀入一個資料就建立一個節點，並且依循下列原則插入擴充中的二元樹:

1.如果是空樹，則新節點為樹根。
2.將新節點資料與樹根相比，小於樹根則往左子樹，大於樹根則往右子樹。
3.重複步驟2，直到指標接地為止。
4.將新節點加在最後停留之處。
我們以上述資料示範建立程序
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從建立的過程可以發現，輸入同樣的資料，但是順序不同，將造成不同的二元搜尋樹。有兩個極端的例子，如果輸入資料已經由小到大排序好，或經由大到小排序好，將會造成歪斜樹：
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例：

我們可利用二元樹(binary tree)依inorder方式做排序(sorting)之處理，請依序回答空格部份。
(1)一個二元樹之每一節點(node)至少應含三個欄位，其中一個存資料，另二個分別為<1> 及<2>，分做<3>及<4>之用，設其使用密集串列(Dense list)存放，則須另有一根指標(Root)，指其開始使用。

(2)試將32,24,57,28,10,43,72,62，依inorder方式存入可放10個節點(node)之list內，試畫出其結果，畫出方式為何?

(3)若刪除資料為30，試寫出其相關動作與位置變化。
(4)若刪除資料為32，試寫出其相關動作與位置變化。
答：

(1)<1>左鏈結(left pointer)

<2>右鏈結(right pointer)

<3>指向左子點。
<4>指向右子點。

(2)
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二元搜尋樹的節點搜尋

建立二元搜尋樹的目的，主要是作資料的搜尋。
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用來找尋的值，我們稱為鍵值(key value)。如果key value是49,我們如何在上圖這棵二元搜尋樹上搜尋出這個節點，搜尋的過程和插入十分類似:

1.首先鍵值49和樹根資料51比。49比51小，因此往左子樹(因為根據定義如果資料49在二元插尋樹中，只可能在資料51的左子樹)。
2.鍵值49和資料39比。49比39大，因此往右子樹。
3.鍵值49和資料45相比，49比45大，往右子樹。
4.鍵值49和資料49相比，兩者相同搜尋完成。

在搜尋的過程中，都從樹根出發，比較之後決定往左或往右而下，或是較結果相等，則停止。當前往至接地時，代表搜尋失敗。

如果鍵值為69，則搜尋過程為
1﹒鍵值69和樹根資料51相比，69比51大，因此往右子樹。
2﹒鍵值69和樹根資料70相比，69比70小，往左子樹。
3﹒鍵值69和樹根資料63相比，69比63大，往右子樹。
4﹒右子樹已接地，因此搜尋失敗。
由前圖中，不管搜尋成功或失敗，最多需要比較4次(此樹的高度)。  
Huffman樹

二元搜尋樹另一個有趣的應用為Huffman樹。對於一棵二元樹，如下圖，我們定義內部路徑長(internal path length)為"由樹根到每個內部節點路徑長度之總和"。定義外部路徑長(external path length)為"由樹根到每個外部節點的路徑長度之總和"。
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如果對所有外部節點賦與數值，稱為此節點的加權(WEIGHT)。我們以定義加權外部路徑長WE為"由樹根到每個外部節點的路徑長度乘上點的加權之總和"。因此上圖其WE，2*8+2*7+3*9=57。下圖是同樣G,E,F三個外部節點，但有不同的二元樹。
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(a)之WE=1*9+2*8+2*7=39

(b)之WE=1*9+2*7+3*8=47

(c)之WE=1*7+2*8+2*9=41
因此，對具有相同外部節點(加權也相同)的不同二元樹，其WE也各有不同。其中WE最小的二元樹稱為Huffman樹，或最佳二元樹。
  如何由已知的外部節點建構Huffman樹?其過程稱為Huffman演算法，我們以一實例來說明:

假設有ABCDEF六個樹葉，加權分別為15,8,30,27,5,15。

1將樹葉按照加權由小到大排序好，成為一有序串列。

· E/5, B/8, A/15, F/15, D/27, C/30

2.取加權最小的兩個樹葉，為一新節點N的兩個子節點，新節點N的加權為兩個樹葉的加權和。
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3.將節點N放入有序串列的適當位置，使串列保持由小到大

· N/13, A/15, F/15, D/27, C/30

4.重覆2﹒取N,A，合成新節點P
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5.串列成為：

· F/15, D/27, P/28, C/30

6.取F,D，合成新節點R
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7﹒串列成為

· P/28, C/30, R/42

8﹒取P,C，合成新節點S
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9.串列成為:

              => R/42, S/58
10.R,S合成T，演算法結束，Huffman樹構成。
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將Huffman演算法的流程圖描述
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Huffman演算法流程圖
Huffman樹經常用在處理資料的壓縮編碼。如果有一篇文章要進行編碼，我們希望用0,1，這兩個二進制數字來表示此文章，又希望編碼後的二進制表示能越短越好。需要編碼的字，即為Huffman樹的樹葉，樹葉的加權即為它們在文章中出現的頻率百分比。以前例來說明，假設共有6個字需要編碼，A/15,B/8,C/30,D/27,E/5,F/15，合起來剛好100%。我們依照Huffman演算法建構Huffman樹:
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並且左指標寫0，右指標寫1，從樹根到各樹葉所經過的路徑即為各葉的編碼。因此:

A之編碼=左左右=001

B之編碼=0001

C之編碼=01

D之編碼=11

E之編碼=0000

F之編碼=10

出現頻率越高的字，編碼就越短(因為它們越晚被選取，它們在樹中的階度會越小。
我們以一篇1000字的文章來編碼，共需
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如果未經編碼，每個字至少要用3個位元表示，(8種組合)，共需3000個位元方可以。因此壓縮率為(1-(3000-2410)/3000)*100%=20%，亦即節省了20%的儲存(或傳輸)成本。
解碼者必須和編碼者使用同一Huffman樹。如果解碼者收到11000000110，每個字的解碼和編碼動作相同，從樹根出發，1則往右，0則往左，直到碰到樹葉則完成一個字的解碼。因此11為D,0000為E,001為A，l0為F,解碼成DEAF。
例：

在一計算學生成績的程式中，按成績的高低分為五級，且用IF指令成以下的型式:
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且學生在5個等級中的分佈是不均勻的，分佈機率如下圖

[image: image55.jpg]90-100

80-89

70-79

60-69

0.59

0.10

0.30

0.40

0.15

0.05





現有學生10000人，試分析上面的IF指令，和請你用最佳化二元樹所修正的IF指令，在執行次數上有何差距?

答：

用以上的IF指令畫出的二元樹為圖(a)
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如果把5種等級分佈的機率看成加權值，0.05, 0.15, 0.40, 0.30, 0.10。步驟如下
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得到圖(b)後 ，再把2 次比較簡化成一次比較的圖(c)：
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(a)，(c)相差31500 - 22000 = 9500
化樹為二元樹的方法介紹

CHILD-SIBLING法則

一般樹狀結構轉化為二元樹是本章中的一個重點，這個方法稱為「CHILD-SIBLING」(leftmost-child-next-right-sibling)法則。它的執行步驟:

1.將節點所有兄弟，用平行線連接起來。

2.刪掉所有與子點問的鏈結，只保留與最左子點的鏈結。

3.順時針轉45。。

其實這個法則不難，請依照底下的範例實作一次就可以有更清晰的認識。
例：

將下列樹狀結構化為二元樹。
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答：

步驟1：
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步驟2：
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化樹林為二元樹的方法

至於如何化樹林為二元樹的方法，其方法幾乎和化樹為二元樹的方法差不多，唯一的一點不同就是必須將樹林中的各樹根連結起來。請看下列步驟說明:

(1)首先將各樹的樹根連結起來。

(2)利用CHILD-SIBLING化為二元樹。

下面我們也提供了一個範例。

例：

將下列樹林化為二元樹
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答：

步驟一
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步驟二
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步驟三
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引線二元樹

引線二元樹的定義

我們回想有n個節點的二元樹，只有n-l個邊，也就是在所有2n個指標中(每個節點有2個指標)，共有2n-(n-l)=n+l個邊是接地的。因此這些接地的指標可以讓我們來運用，將這些浪費的欄位(接地的指標)充份利用，使其指到其他節點。這些鏈結指標便稱為引線，這二元樹便稱為引線二元樹。。為了區別於一般指標，我們將原本接地的指標稱為引線。並且將左引線指向此節點的中序立即前行者(簡稱前行者)，將右引線指向此節點的中序立即後繼者(簡稱後繼者)。例如將前圖(P-17)改為引線二元樹，它的中序追蹤順序是JKDBEAHFCGI。
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以E為例，E之中序立即前行者為B，因此E之左引線指向B。而E之中序立即後繼者存A，因此E之右引線指向A，以此類推。其中J之左引線和I之右引線尚未有所指。
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其基本資料結構如下
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至於如何將二元樹轉變為引線二元樹呢?方法也是容易

(1)先把資料以中序追蹤方式排好。

(2)把缺少左或右的節點挑出，看看相鄰的左右節點，這時節點的左右LINK空欄位即指向相鄰左右節點。

(3)虛設一個空節點並假設引線二元樹是此節點的左子樹，此節點的右子樹鏈結引向本身。

例：

請將下列之二元樹，製成引線二元樹。
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答：

(1)先用中序追蹤法求得=>HDIBEAFCG。

(2)按照HDIBEAFCG順序求得下圖:
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(3)用鏈結構表示，則如下圖
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二元樹的其他重要觀念
決定唯一的二元樹

每一棵二元樹皆有唯一的一對中序與前序，也有唯一的一對中序與後序。換句話說，給予一對中序與前序或中序與後序即可決定一棵二元樹。注意，只給予前序和後序並不能決定唯一的二元樹。

例：

如給予一中序為BCAEDGHFI，前序是ABCDEFGHI畫出此二元樹。
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憑良心，做這種題目的方法，只有對二元樹約三種追蹤方法能夠瞭如指掌，並且不斷嘗試錯誤，自然就可以熟能生巧了。

例：

某二元樹的後序追蹤為HJBFGDECA，而中序追蹤為HEJAFDGCE。

(1)試繪出此二元樹。

(2)講替此二元樹穿上中序引線(thread)並說明其作用。

答：

(1)
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(2)
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主要作用:
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平衡樹
二元樹搜尋樹的缺點是無法永遠保持在最佳狀態。當輸入之資料部分已排序的情況下極可能產生歪斜樹，因而使樹的高度增加，導致搜尋之效率降低。所以二元搜尋樹較不利於資料的經常變動(加入或刪除)，因此比較適合不會變動的資料，像程式語言中的保留字等。而平衡樹(Balanced Binary Tree)又稱之為AVL樹(是由Adelson-Velskii和Landis兩人所發明的)本身也是一棵二元搜尋樹。也就是當資料加入或刪除資料時，會檢查二元樹是否平衡，如果不平衡就設法調整為平衡樹，例如，經常異動的動態資料，像編譯器(Compiler)裏的符號表(Symbol Table)等。
下面就是平衡樹的正式定義:

T是一個非空的二元樹，Tl及Tr分別是它的左右子樹，若符合下列兩條件，則稱T是個高度平衡樹:
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亦即在AVL樹上，所有內部節點的左子樹高度和右子樹高度相差小於等於1。

為了更簡單地描述AVL樹，我們定義每個節點的平衡係數(Balance Factor: BF)為:左子樹高度減右子樹的高度。所以在AVL樹中，每個節點的BF均為-1或0或1。
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在上面的左圖，每一內部節點左右子樹高度差最多是1，因此是AVL樹，右圖不是AVL樹，因為節點B左子樹高度3，右子高度1,|3-1|>1。(在個節點旁邊的數字為其BF)。

至於如何調整一二元搜尋樹成為一平衡樹，最重要是找出不平衡點，再依照以下4種不同型式，重新調整其左右子樹的長度:

1.LL型:新節點N插入到節點A的左兒子的左子樹。

2.RR型:新節點N插入到節點A的右兒子的右子樹。

3.LR型:新節點N插入到節點A的左兒子的右子樹。

4.RL型:新節點N插入到節點A的右兒子的左子樹。
底下說明各種不同的型式：

1.LL型:
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由於節點N加在節點A的左兒子(節點B)的左子樹，造成B和A的BF都加l。因此調整方法是作一次順時針旋轉，將B順時針旋轉為此子樹的新樹根，A順時針旋轉成B的右兒子。由於B的右子樹原本就界於B、A之間，因此RR移至A之左子樹。下圖是LL型旋轉的示意圖，請與上圖對照。
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2.RR型:
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RR型其實對稱於LL型旋轉。它是在A的右兒子的右子樹加入新節點 N而失去平衡。A,B的BF都減1。調整方法是作一次逆時針旋轉，把較高的右邊往左移。以B為新樹根，A逆時針旋轉成B之左兒子。由於B之左子樹原本就介於A、B之間，因此移成A之右子樹。下圖為其示意圖。
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3.LR型:
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新節點N加在A之左兒子(B)的右子樹。觀察二元搜尋樹的次序關係，以C為新樹根，C的右子樹本就於C和A之間，因此移至A之左子樹。C的左子樹本就介於B和C之間因此移至B之右子樹，請對照下圖。
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4.RL型:
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RL型與LR型是相對稱的，新加在A之右兒子的左子樹。同樣以C為新樹，A為C之左兒子，R為C之右兒子。CL改為A之右子樹，CR移至B之左子樹。請對照下圖。
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決策樹(或稱遊戲樹)

對資料結構而言，決策樹本身是人工智慧(AI)中一個重要理念，在資訊管理系統(MIS)中也是決策系統(Decision Support System: DSS)的執行基礎。也就是說決策樹就是一種利用樹狀結構的方法來討論一個問題的各種情況分佈的可能性。首先我們就以最典型的"8枚硬幣"問題來闡釋決策樹的觀念。

假設有8枚金幣a,b,c,d,e,f,g,h且其中有一枚是偽造的，偽造金幣必定是真的稍輕或重。如果我們使用決策樹的方法，請如何找出這枚偽造的錢幣?
假設有a,b,c,d,e,f,g,h等8枚金幣，其中一枚是膺品，我們現以L表示輕於真品，H表示重於真品。第一次比較從8枚中任挑6枚a,b,c,d,e,f分2組來比較重量，則會有下列三種情形產生:

(1)(a+b+c)>(d+e+f)

表示偽幣在這六枚之中，則g和h肯定都是真品。在(a,b,c)和(d,e,f)中各取(a+b)和(d+e)，將b與d交換比較則又有以下三種情況:

1.(a+d)>(b+e)

表示d與b換位置後不影響大小順序，且c,f也為真品，所以a與e中必有一枚偽幣。將a和一枚真品如b比較，則有a=b和a>b二種情況:

a.若a=b則e為膺品，且e必定輕於真品。

b.若a>b則a為膺品，且a重於真品。
2.(a+d)=(b+e)

表示a,b,d,e，皆為真品，且c或f中有一枚是膺品，則讓c和一枚真幣如a比較，則c=a和c>a二種情況:
a.若c=a則f為膺品，且f必定輕於真品。

b.若c>a則c為膺品，且c重於真品。

3.(a+d)<(b+e)

表示d與b換位置後會影響大小順序。且c,f也為真品，所以d與b中必有一枚偽幣。將b和一枚真品如a比較，則有b=a和b>a二種情況:

a.若b=a則d為膺品，且d必定輕於真品。

b.若b>a則b為膺品，且b重於真品。

(2)(a+b+c)=(d+e+f):

表示a、b、c、d、e、f皆為真品，則g和h中必有一枚膺品;且有以下2種情況:

1.g>h

表示可將g與任何一枚真品譬如a比較，且有g>a與g=a二種情況:

a.若g>a則g為膺品且g重於真幣。

b.若g=a則h為膺品且h輕於真幣。

2.g<h

表示h與任何一枚真品a相比，有h>a和h=a二種情況
a.h>a時，h必定是重於真品的偽幣。

b.h=a時，g必定是輕於真品的偽幣。

(3)在(a+b+c)<(d+e+f)中，我們可以依照以上的步驟，畫出以下的圖形：
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範例：

我們在討論一個排序法的複雜度(complexity)，對於那些以比較(comparison)為主要排序手段的運算法而言決策樹是一個常用的方法。

(1)請以插入排序法(Insertion Sort)為例，將(a、b、c)三項元素(Element)排序，則其決策樹為何?請畫出。

(2)就此決策樹而言，什麼能表示此一運算法的最壞表現(Worst case behavior)。

(3)就此決策樹而言，什麼能表示此一運算法的平均比較次數(Average number of comparisons )。
答：

(1)
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(2)所謂最壞表現，可以看成樹根(root)到葉節點的最遠距離，本題來說就是3。

(3)平均比較次數則是樹根到每一樹葉節點的平均距離，以本題來說則是(2+3+3+2+3+3)/6=8/3
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