線性串列與陣列結構

線性串列的定義

在資料結構科學的範疇中，有關線性串列(Linear-List)是最常用且最單純的一種資料結構。簡單的說，線性串列是n個元素的有限序列，像26個英文字母的字母的串列：
(A,B,C,D,E,...,Z)

就是一個線性串列。串列中的資料元素是屬於字母符號。更嚴謹的定義線性串列如下:

含有N個資料元素的線性串列可以是一個資料結構，描述如下
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另外有關線性串列資料元素可以是任何的一種型態，不過對於同一線性串列的每一個元素都必須是屬於同一型態。關係(relation)本身可以看成是一種有序對的集合，目的是在表現串列中的任兩相鄰元素之間的關係。其中ai-1稱為ai的先行元素，ai是ai-1的後繼元素。簡單的表示線性串列，我們可以寫成(a1,a2,a3．……an-1,an)。以上的表達方式可能太文謅謅了，我們嘗試以更清楚及口語化來重新定義「線性串列」(Linear List)：
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線性串列其實是一種很有用的資料結構，它本身可以包含以下的7種運算(operation)：
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線性串列在電腦中的儲存方式

從另一個角度來思索線性串列在電腦中的應用；如果依照它在電腦中的儲存方法來區分可有下列兩種：

(1)靜態結構(contiguous allocation)

將線性串列使用連續空間來儲存，一般即為程式語言中的陣列型態，又可稱密集串列(dense list)，或靜態結構。
(2)鏈結結構(linked allocation)

一般指動態的串列結構，如鏈結串列(Linked List)。

我們在本書中將會詳細為各位介紹這2種結構在電腦中的差異性。在此，我們先列比較動態資料結構與靜態資料結構優缺點：
動態資料結構的特性：可以用不連續的記憶空間儲存資料。

動態的優點:

(1)節省空間，彈性大。

(2)刪除或加入資料，十分方便。

動態的缺點:

(1)設計其資料結構時，較為麻煩。

(2)欲尋找資料時，不可隨機讀取。
靜態資料結構的特性：以連續的記憶空間儲存資料。

靜態的優點:

(1)資料的搜尋方便，可隨機讀取資料。

(2)設計時，資料結構簡單。

靜態的缺點:

(1)事先需宣告固定記憶空間，彈性小。

(2)刪除或加入資料需移動大量資料。

行文至此，同學大概對於動態與靜態資料結構有了初步認識，不過在本章中，我們主要討論的重點是擺在靜態資料結構在電腦中的應用。如陣列(array)結構。

陣列結構

陣列可以看成是一種非常單純的資料結構，在大部分現今流行的程式語言中幾乎都提供了陣列的功能。簡單的形容「陣列」;就是一排緊密相鄰的可數記憶體，並可以提供一個直接存取單一資料內容的計算方法。在程式語言中，一個陣列元素可以表示成一個索引和名稱。索引的功能是用來表示該陣列元素是在記憶體空間的第幾號位置，而名稱則是用來表示一塊位置緊密相鄰的記憶體空間的起始位置。
因此電腦只要根據陣列的名稱及索引，就可以將一個陣列元素所在的記憶體空間的起始位置和在該記憶體空間的相對位置分別計算出來，有了起始位置再加上相對位移;我們就可以將任一陣列元素所在的實際位置計算出來。而達到直接存取資料的功效。當然陣列表示法(representation of Arrays)只要在電腦記憶體許可下，是容許n維陣列存在的。現在我們就從一維陣列表示法逐步為您介紹:

一維陣列的定義

令A為一含有n個元素的一維陣列，而A為陣列名稱，亦即A是n個連續記憶體A[1],A[2],…A[n]的集合，這N個位置所內含的元素為a1,a2,…‥an。而我們來看電腦記憶體中實際位址的計算方法為：假設陣列A宣告為A(l:n)，s為起始位置的位址且d為每個陣列的單位空間，那麼:

Loc(ai)=s+(i-1)*d   (Loc(ai)表示ai所在的位址)

二維陣列的定義

二維陣列的定義：同上，可視為和一維陣列一樣，只不過需將二維轉換為一維。例如：A為一個含有m*n個元素的二維陣列的名稱，m代表列數，n代表行數，元素在直觀平面上的排列如下圖:
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當然實際上計算機中不可能以矩陣型態來儲存，而必須以線性的方式來處理。一般而言依不同語言的需要可細分為以下2種：

(1)以列為主(row-major):(像PASCAL語言)

即為a11,a12,．…‥a1n,a21,a22．……．amn，且所在位址的計算公式為(s為起始位置的位址，d為每單位空間)

Loc(A(i,j))=s+n*(i-1)*d+(j-l)*d

(2)以行為主(column-major):(像Fortran語言)

即為a11,a21,．…‥am1,a12,a22,a23……．amn，位址計算公式為

Loc(A(i,j))=s+(i-1)*d+m*(j-l)*d

以上兩種的計算位址方法，都是以A(m,n)或寫成A(l:m,l:n)的方式，這兩種方式稱為簡單表示法。且m,n的起始值一定都是1。這裡要介紹另一種註標表示法。即我們可以把陣列A宣告成A(l1:u1，l2:u2)，且對任意A(i,j)，有l1≦i≦u1,l2≦j≦u2。此陣列共有(u1-l1+1)列，(u2-l2+1)行。那麼位址計算公式和上面以簡單表示法有小小不同：(因為簡單表示法A(m,n)可視為A(l:m,l:n))。假設s仍為起始位址，而且m=(u1-l1+1),n=(u2-l2+1)。則
(1)以列為主:

Loc(A(i,j))=s+n*((i-l1+1)-1)*d+((j-l2+1)-l)*d
        =s+n*(i-l1)*d+(j-l2)*d
(2)以行為主:

Loc(A(i,j))=s+((i-l1+1)-1)*d+m*((j-l2+1)-l)*d
        =s+(i-l1)*d+m*((j-l2)*d
例：

A(-3:5,-4:2)之起始位址A(-3,-4)=100，以列為主排列，請問A(1,1)所在的位址?(d=l)

答：

首先我們知道本題所提供的資料是屬於註標表示法，則計算出實際陣列的列數及行數：

m=5-(-3)+1=9  =>   9列

n=2-(-4)+1=7  =>   7行

再代入以列為主的位址計算公式中，可得下面的式子

A(1,1)的位址為=100+7*((1-(-3)+1)-1)*1+((1-(-4)+l)-1)*1

             =133

有關二維陣列的位址計算，最重要的要領就是在真實記憶體中是以直線方式排放。所以才需要大費周章的做轉換工作。我們再來看另外一個範例題。

例：

陣列(array)被以橫列(row)為主的順序存放在記憶體內。每個陣列元素佔用4個單位的記憶體。若起始位址是100，在下列宣告中，所列元素的存放位置為何?

(1)Var A=array[-100…,1  l…l00]，求A[1,12]之位址。

(2)VarA=array[5…,10  -10…20]，求A[5,-5]之位址。

答：

第(1)小題依然是先求得陣列中的實際列數及行數。

l-(-100)+1=102  => 列數

100-1+1=100  => 行數

代入以列為主的計算公式中，可得
100+4*100*((1-(-100)+1)-1)+((12-1+1)-1)*4=40544

第(2)，小題也是同樣的解題方法

10-5+1=6  => 列數

20-(-10)+1=31  => 行數
100+4*31*((5-5+l)-l)+4*((-5-(-10)+1)-1)=120
三維陣列的表示法
三維陣列的表示法和二維陣列一樣，都必須對映到一維陣列。其排列方式也有兩種:
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1.以列為主(row-major):

我們可以將陣列A視為u1個u2*u3的二維陣列，再將每個陣列視為有u2個一維陣列，每一個一維陣列可包含u3的元素。另外每個元素有d個單位空間，且s為陣列起始位址。
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在想像轉換公式時，你只要知道我們最終是要把A(i,j,k)，看看它是在一直線排列中的第幾個，所以很簡單的可得以下公式，位址計算公式如下所示：

Loc(A(i,j,k))=s+(i-l)*u2*u3*d+(j-1)*u3*d+(k-1)*d
若陣列A宣告為A(l1:u1,l2:u2,l3:u3)，則

a=u1-l1+l, b=u2-l2+1,c=u3-l3+l;

Loc(A(i,j,k))=s+(i-l1)*b*c*d+(j-l2)*c*d+(k-l3)*d
2.以行為主(column-major):

將陣列A視為u3個u2*u1的二維陣列，再將每個二維陣列視為有u2個一維陣列，每一陣列含有u1個元素。每個元素有d單位空間，且s為起始位址。

[image: image7.jpg]uz u2 v s U2 uZ

ACup,uy, 1) Alup,u,y,2)  Alup,uy,3)  Alup,u,, i) Alug,u,,ug)




=> Loc(A(i,j,k))=s+(k-l)*u2*u1*d+(j-1)*u1*d+(i-1)*d
若陣列A宣告為A(l1:u1,l2:u2,l3:u3)，則

a=u1-l1+l, b=u2-l2+1,c=u3-l3+l;

Loc(A(i,j,k))=s+(k-l3)*a*b*d+(j-l2)*a*d+(i-l1)*d
n維陣列的表示法

另外，對於3維以上的陣列，我們可以把它歸納成n維陣列。同樣的我們可以宣告陣列A為A(l:u1,l:u2,l:u3…‥l:un)，則A陣列有u1個n-l維陣列，u2個n-2維陣列，‥…有un-1個一維陣列，每個一維陣列含有un個元素。若d為單位空間，且s為起始位址。
1.以列為主:(row-major)
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2.以行為主:(column-major)
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3維陣列以上的位址計算方法，同學可以做做看下面的範例，來增進了解。
例：

A(6,4,2)是以列為主方式排列，若s=300，且d=1，求A(4,4,1)的位址。

答：

這題是以列為主(row-major)我們直接代入公式即可

Loc(A(4,4,1))=300+(4-1)*4*2+(4-1)*2+(1-1) 

           =300+24+6=330

例：

在4-D array A[1:4,1:6,1:5,1:3]中，且s=200,d=1。並已知是以行排列(column-major)，求A[3,1,3,1]的位址。

答：

由於A陣列在本題中原本就是簡單表示法，所以毋須轉換。並直接代入計算公式即可。

Loc(A[3,1,3,1]) =200+(1-1)*5*6*4+(3-1)*6*4+(1-1)*4+3-1 

             =250

矩陣(matrix)的介紹

mxn矩陣的形式可以是描述一個電腦中A(1:m,1:n)二維陣列最好的方法。當然在實際的電腦面對於二維陣列所儲存的資料，我們都可以在紙上以矩陣的方法表示出來。不過對於資料的存放不同，應把單純儲存在二維陣列中的方法做某些調整。在本節中將要介紹許多特別的矩陣形式以及其他相關的概念，相信同學必能對矩陣有更深刻的認識。

矩陣的乘積

對2個矩陣A與B的相乘而言，是有某些限制。必須符合A為一個mxn的矩陣，B為一個nxp的矩陣，對AxB之後的結果為一個mxp的矩陣C。如下圖所示:
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並且對於A、B、C三個矩陣而言，必定存在下列關係
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順帶一提的是所謂「轉置矩陣」(AT)的意義。轉置矩陣就是把原矩陣中的行座標元素與列座標元素相互調換即是轉置矩陣。假設AT為A的轉置矩陣則有AT[j,i]=A[i,j]。這在線性代數學科中應用很廣，在此我們不多敘述。

稀疏矩陣(Sparse Matrix)

對抽象資料型態而言，我們表現的方式就是描述某種特別的概念。就如同稀疏矩陣就沒有很嚴謹明確的定義。可以這樣來形容:如果一個矩陣中的大部分元素都是零的話，我們就稱為「稀疏矩陣」。如下列的矩陣就是。
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從資料結構的角度來看，對稀疏矩陣而言，如果在電腦中利用傳統的方式存放，就會十分浪費儲存的空間。特別是當矩陣很大時，考慮儲存一個1000x1000的矩陣所需空間需求，如果大部分的元素都是零的話，我們在空間的管理上確實不經濟。改進之道就是利用三項式<row,col,value>(3-tuple)的資料結構來存放非零項目。以下是更詳細的說明:
在一個稀疏矩陣中，若共有t個非零項，則利用一個A(0:t,1:3)的二維陣列來表示，其中A(i,1)表列數，A(i,2)表行數，A(i,3)表示非零項的值。(0≦i≦t)

以上圖的稀疏矩陣為例，我們可以僅用下列的方法儲存(這個方法省了空間卻也浪費了時間)
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上三角形矩陣
討論完了稀疏矩陣之後，下一個我們也關心另一種也是大部分元素為零的矩陣。它分為上三角形矩陣或下三角形矩陣。我們先來介紹上三角形矩陣。
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上三角形矩陣:有nxn矩陣，對角線以下的元素皆為0即A(i,j)=0 if i>j。這種型式的矩陣，首先同學要先了解到它的一些特點。先從它的個數來看，我們可以從圖形得知及利用梯形公式可得為(1+2+3+…+n)=n*(n+l)/2。另外，如果把上三角形此三維矩陣轉換為一維矩陣，應該如何存放。討論這個問題的著眼點仍然是希望避免元素為零的部分所浪費的大量儲存空間。當然排列的原則也可分為2種:

1.以列為主：
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2.以行為主：
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下三角形矩陣
和上三角形矩陣正好相反，當然重點也是求如何對映到一維陣列B中的方向，不過公式和上三角形矩陣有少許不同。先來看下圖的說明。
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當然下三角形矩陣轉換到一維陣列的排列原則也分為2種：

1.以列為主：

[image: image18.jpg]IPEE] — HERT VI 55 211,200,200, 851, 850,800y eenipe © AL EL—HERE
%1 B(Lin(n+1)/2) 1 ay KIBAFRBA0 T BFT -

B
ayy B;;; a; ; FB(k) 9 H AR X5
a4 =>k=i*(i-1)/24]
a,, | B(3)
as; | B(4)
as, | B(5)
as5 | B(6)
a,: | B(k)
i n(n+1)
ann

2





2.以行為主：
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多項式表示法

多項式的定義
對一多項式P=anXn+an-1Xn-1+…+a1x+a0而言，我們稱P為n次多項式；aiXj(0≦i≦n，1≦j≦n)為多項式中的任一項。對於多項式在電腦中的表示法可用線性循序串列(如陣列)或鏈結串列來表示。而表示的方法有以下2種:

(1)是一個n+2長的陣列，依指數大小儲存，陣列的第一個元素是代表最大的指數，如P=(n,an,an-1,…,a1,a0)。

(2)另一種方法只考慮多項式的非零項目的數目，若有m項，則用一個2m+ 1長的陣列，分別存每一個非零的指數和係數，而此陣列的第一個元素是多項式非零項的個數。

我們可以來看一個實際的例子;例如對多項式P=8X5+6X4+3X2+8 。用第一種表示法，我們可以得到的表示法為P=(5,8,6,0,3,0,8)，如果用第二種表示法可得P=(4,8,5,6,4,3,2,0,8)。如果對這兩種表示法的優劣比較來說，大致可以整理如下:

第一種表示法：

優點：相關演算法簡單。

缺點：對於某些多項式而言，太浪費空間，如X10000+1，用此方法需要長度10002，=>A,(10000,1,0,0,．…．．,0,1)但是如果用第二種方法只需要長度5,A=(2,10000,1,0,1)

第二種表示法：

優點：避免空間的浪費。

缺點：相關演算法較為複雜。(如多項式的加法演算)
二元多項式的表示法

對於多項式的其它相關概念，這裏我們再介紹另一種兩個變數的多項式。看看該如何利用線性串列來儲存。這時我們可以利用一個二維陣列。可以這樣來看，如果m,n分別是兩變數最大次方的指數，則就使用一個維數為(m+l)x(n+l)的二維陣列。像

Pxy=8x5+6x4y3+4x2y+3xy2+7

首先我們需要(5+1)x(3+1)陣列，表示成平面的矩陣可以如下圖所示
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